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        Введение. Работа В.Л. Харитонова [12] вызвала огромный интерес к проблеме 

исследований робастности интервальных динамических систем [2-11]. В современной 

теории интервальных динамических систем существуют два альтернативных 

направления [5,6,9-11]: 1) алгебраическое или Харитоновское направление; 2) 

частотное или направление Цыпкина – Поляка. 

        В настоящей работе рассматривается алгебраический метод исследования 

робастности как непрерывных, так и дискретных интервальных динамических систем, 

основы которой заложены в работах [7, 8].  

        Постановка задачи. Рассматриваются  линейные динамические системы порядка 

n, непрерывная   00 )(, xtxAxx  ,                                                                  (1) 

  и, дискретная  x(m+1) = Ax(m), m = 1,2,3,…,                                                  (2) 

где nRtxx  )( , x(m) - вектора состояния, 
nxnRA - интервальная матрица с 

элементами ,,1,, njiaij  представляющие интервальные величины ],[ ijijij aaa    с 

угловыми значениями ijijijij aaaa ,, . 

 Требуется определить условия робастной устойчивости систем (1) и (2). 

 

I. Непрерывные системы 

        Основные результаты. В основополагающей для рассматриваемого метода 

работе [7] получены результаты в виде строго доказанных теоремы 1 и леммы к ней 

(приведены ниже) о робастной устойчивости систем (1) по условиям гурвицевести 

четырех  угловых полиномов Харитонова, составленным по последовательным 

сепаратным угловым коэффициентам ),1,,(, nibbb iii   характеристических полиномов 

системы (1): 

                                     0...)( 1

1  

n

nn bbf  .                                                       (3) 
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        Теорема. Для того чтобы положение равновесия x=0 системы (1) было 

асимптотически устойчиво при всех DA или, чтобы интервальная матрица А была 

устойчива, необходимо и достаточно, чтобы были гурвицевы все четыре угловые 

полиномы Харитонова, составленные по последовательным сепаратным угловым 

коэффициентам ),1,,(, nibbb iii   характеристических полиномов (3) системы (1). 

Лемма. Сепаратные угловые коэффициенты ),1,,(, nibbb iii   образуются как 

соответствующие коэффициенты полиномов (3), либо при угловых значениях 

элементов ,,1,, njiaij   матрицы А, либо при нулевых значениях некоторых элементов 

(если интервал принадлежности включает нуль). 

        Как нетрудно видеть из леммы, для нахождения коэффициентов ),1,,(, nibbb iii  , 

в общем случае необходимо применение оптимизационных методов нелинейного 

программирования [13].  

        К теореме, доказательство которой приведено в приложении работы [7], 

необходимо сделать следующее уточняющее замечание. 

        Замечание. Из основного аргумента доказательства теоремы, связанного с 

наличием четырех угловых полиномов Харитонова следует, что при отсутствии 

полного множества (набора) из четырех угловых полиномов условия теоремы 

необходимы, но могут быть недостаточны для устойчивости системы (1). 

        Случай, соответствующий приведенному замечанию может возникнуть тогда, 

когда сепаратные угловые коэффициенты полиномов (3) взаимосвязаны и в итоге 

сужают набор угловых коэффициентов до количества менее четырех. 

        Следует отметить, что замечание снимает выводы работы [18] относительно 

робастной устойчивости интервальных динамических систем. При этом данное 

утверждение проиллюстрировано на примерах, приведенных ниже в конце раздела. 

        Справедливость доказанной теоремы подтверждается аннулированием известных 

контрпримеров к теореме Биаласа [15].                                                         

        Так, теорема апробирована на различных контрпримерах теоремы Биаласа, в 

частности из работы [14], где рассматривается матрица  
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где ]1,0[r , для которого подтверждена справедливость теоремы. 

Но в случае матрицы rA   из [14] можно наглядно рассмотреть справедливость 

приведенного выше замечания к теореме, что показано ниже в Примере 1. 
         

Примеры. Рассмотрим примеры, которые наглядно поясняют смысл Замечания 

к Теореме.  

        Пример 1. Покажем, что система (1) с интервальной матрицей вида rA   (4), 

которая не обладает полным набором из четырех характеристических полиномов 

Харитонова, является неопределенной робастности. Действительно, если положим r1 

= 0,5 - √0,06 ,  r2 = 0,5 + √0,06 , то как известно [14] система (1.1) является неустойчивой 

при  r1 < r < r2 , а в интервалах  r ϵ [0, r1 ) и r ϵ (r2, 1] эта система устойчива. Если теперь 

предположить, что коэффициенты характеристического полинома (3) не зависят друг 
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от друга и мы имеем четыре угловых полинома системы (1), то нетрудно вычислить, 

что только в малых частях указанных выше интервалов робастной устойчивости r ϵ [0, 

r1) и r ϵ (r2, 1] имеет место устойчивости всех четырех характеристических полиномов, 

а именно при r ϵ [0, 0,475) и r ϵ (0,9617, 1]. 

        Так, например, для интервала r ϵ [0, r1) имеем следующие четыре угловых 

полинома: 

 

    f1 (λ) = λ3 + 1,5 λ2 + 1,5 λ + (2,06 + 4r1), f2 (λ) = λ3 + 1,5 λ2 + (1,5 + r1) λ +(2,06 + 4r1), 

    f3 (λ) = λ3 + (1,5 + r1) λ
2 + 1,5 λ + 2,06, f4 (λ) = λ3 + (1,5 + r1) λ

2 + (1,5 + r1) λ + 2,06, 

 

из которых два первых неустойчивы, а следующие два устойчивы.  

        Данный пример показывает, что из-за зависимости между коэффициентами 

характеристического полинома (3), здесь действительно имеет место неполный набор 

из двух угловых полиномов, и мы не можем однозначно установить интервалы 

робастной устойчивости системы (1), как и следовало согласно Замечания к Теореме. 

        Пример 2. Пусть задан характеристический полином интервальной системы (1) в 

виде  

                                                    f (λ) = λ3 + 1,5 λ2 + 2,5 λ + b3 ,                                            (5) 

  

где коэффициент b3 ϵ [2, 3]. Такой случай системы (1) возможен, например, при 

Фробениусовой или сопровождающей форме матрицы А. 

        Тогда, четыре угловых характеристических полинома системы (1) будут 

следующие:     

f1 (λ) = λ3 + 1,5 λ2 + 2,5 λ + 3,                           f2 (λ) = λ3 + 1,5 λ2 + 2,5 λ + 3, 

                       f3 (λ) = λ3 + 1,5 λ2 + 2,5 λ + 2,                            f4 (λ) = λ3 + 1,5 λ2 + 2,5 λ + 2. 

 

        Как нетрудно видеть, в данном случае все четыре характеристических полинома 

системы (1) устойчивы (b1b2 > b3) и система (1) робастно устойчива. Если же, положим         

b3 ϵ [2,06, 4,06], то в этом случае, первые два полинома  f1 (λ)  и  f2 (λ)  неустойчивы, а 

два следующих f3 (λ) и  f4 (λ)  устойчивы, а следовательно система (1) робастно 

неустойчива. 

В этом примере мы рассмотрели два случая интервальной системы (1), когда 

имеются две пары совпадающих или кратных характеристических полиномов, но при 

этом имеются полные наборы четырех полиномов Харитонова, в отличие от случая 

системы (1) с матрицей rA   (4), где нет полного набора из четырех угловых 

характеристических полиномов, а только два угловых полинома, вследствие жесткой 

зависимости коэффициентов bi , i=1,2,3 от параметра r. Поэтому, в обеих случаях 

рассматриваемого Примера 2 в соответствии с Замечанием к Теореме  можно сделать 

вполне определенный вывод о робастной устойчивости или неустойчивости 

интервальной системы (1) с характеристическим полиномом (5), в то время как в 

случае с матрицей вида  rA   мы определенный вывод о робастной устойчивости не 

можем сделать (здесь следует отметить, что в работе [7] вывод по данному случаю 

сделан неверный). 
 

                                                         II. Дискретные системы 

        Как известно, публикация работы [12] дала импульс для поиска многими 

исследователями дискретных аналогов теорем Харитонова [2-6, 8]. Так в работе [4] 
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указано, что «дискретный вариант харитоновского условия четырех многочленов 

отсутствует». Но здесь же отмечается, что в настоящее время получены [16, 17] 

дискретные аналоги слабой и сильной теорем Харитонова. Но эти аналоги теорем 

Харитонова имеют определенные ограничения, накладываемые на интервальные 

области коэффициентов [4]. Эти ограничения были сняты в работах [8,9], где 

получены аналоги теорем Харитонова с использованием теоремы Шура. При этом 

сформулированы теоремы, являющиеся дискретными аналогами результатов работы 

[7] по интервальным матрицам и многогранникам матриц.  

        Далее, рассматривается обобщение результатов, полученных в работах [8,9]  с 

учетом выводов приведенных выше для непрерывных систем.   
        

Основные результаты. Для дискретных систем, используя z - преобразование, 

получаем интервальный характеристический полином                                                  

n 

              f(z) = det (zI – A) = ∑ bί z
n - ί ,  bί Є [ b ί , b

-
ί ] , b ί ≤  b

-
ί  .                                  (6) 

i = 0
 

        Для определения условий устойчивости воспользуемся теоремой Шура, т.е.  

условиями вида                  

| bo |  > | bn | ,                                                                    (7) 
 

для последовательности полиномов, определяемых рекуррентными соотношениями    

    ,/)/1()()(,....,/)1()()( 1

,,010 zzzfbzfbzfzz
z

fbzfbzf n

iiniii

n

ni



                        (8)       

где ini bb ,,0 ,  - соответственно старший и младший коэффициенты i-го  полинома 

)(zfi . 

 

 

 

 

Определение. Точками перемежаемости для коэффициентов nibi ,0,   будем 

называть – точки на действительной оси, в которых происходят переходы корней 

полинома (6), через единичную окружность на плоскости корней, а интервалами 

перемежаемости – соответственно интервалы, в которых корни находятся либо 

внутри, либо вне единичного круга (рис.1). 

        В работе [8] сформулированы основные результаты по определению условий 

робастной устойчивости дискретных интервальных систем в виде соответствующих 

теорем 1-6. При этом следует отметить, что, как указано выше на с.2, для случая 

непрерывных систем [7], справедливость теоремы 5 имеет ограничение, 

обусловленное Замечанием к теореме работы [7], т.е. теорема 5 верна при полном 

наборе из 4-х различных полиномов Харитонова. 
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        Справедливость результатов [8,9] относительно аналога сильной теоремы 

Харитонова продемонстрированы на известных контрпримерах из [4] и др.  

        Таким образом, алгоритм определения робастной устойчивости дискретных 

интервальных динамических систем будет следующим. 

        1. Пользуясь формулами леммы к теореме 1 [8], оптимизацией по элементам   

  njiaaa ijijij ,1,,,,  , интервальной матрицы А, находятся сепаратные угловые 

коэффициенты    nibbb iii ,0,,  , интервального характеристического полинома (6).  

        2. Определяются четыре полинома Харитонова, соответствующие интервальному 

полиному (6) 

  };...,,,,,{:)(;...,,,,,:)( 432102432101 bbbbbzfbbbbbzf  

  };...,,,,,{:)(;...,,,,,:)( 432104432103 bbbbbzfbbbbbzf  

 

        3. Составляются n неравенств вида (П.2), указанных в Приложении работы [8]. 

        4.Относительно каждого коэффициента nibi ,0,  , считая остальные 

коэффициенты фиксированными, последовательно находятся точки перемежаемости 

для всех четырех полиномов Харитонова и по всем n неравенствам (см. п.3), начиная 

с меньших порядков. 

        5. Если все точки перемежаемости по всем коэффициентам nibi ,0,  , не 

принадле- жат заданным интервалам, то исходный полином (система) устойчив, в 

противном случае – неустойчив. 
 

        В заключении к данной работе, рассмотрим некоторые сравнительные 

характеристики изложенных здесь результатов и известных результатов, полученных 

в работах широко известных авторов алгебраического направления проблемы 

робастной устойчивости [2-5, 9-11, 14-17]. 

        В работах [2-4,10] представлены обзоры и постановки задач робастной 

устойчивости, которые были вызваны известной работой В.Л.Харитонова [12].  

        В работе Б.Т.Поляка, П.С.Щербакова [11] предложено понятие 

сверхустойчивости линейных систем управления. При этом сверхустойчивые системы 

обладают свойствами выпуклости, допускающими простые решения многих 

классических задач теории управления, в частности, задачи робастной стабилизации 

при матричной неопределенности. Но существенным ограничением таких систем 

является практическая узость их класса, определяемого условиями наличия 

доминирующих диагональных элементов матрицы системы с отрицательными 

величинами [1].  

        В работе В.М.Кунцевича [5] получены интересные результаты по робастной 

устойчивости для линейных дискретных систем. При этом матрица системы задается 

в классе сопровождающих характеристический полином системы, т.е. в 

Фробениусовой форме [1], что также сужает класс рассматриваемых реальных систем. 

        В работах B.R.Barmish и др. [14] предложены контрпримеры к теореме Биаласа 

[15], которые аннулированы в работе [7]. 

        В работах M.Mansour и др. [16, 17] получены дискретные аналоги слабой и 

сильной теорем Харитонова [12], которые имеют ограничения, накладываемые на 

интервальные области коэффициентов или, применяется [4,6,8,] непростая процедура 

проектирования корней полиномов на отрезок [-1, 1]. 
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